Diploma Programme
Programme du diplome

Programa del Diploma

© International Baccalaureate Organization 2023

All rights reserved. No part of this product may be reproduced in any form or by any
electronic or mechanical means, including information storage and retrieval systems,
without the prior written permission from the IB. Additionally, the license tied with this
product prohibits use of any selected files or extracts from this product. Use by third
parties, including but not limited to publishers, private teachers, tutoring or study services,
preparatory schools, vendors operating curriculum mapping services or teacher resource
digital platforms and app developers, whether fee-covered or not, is prohibited and is a
criminal offense.

More information on how to request written permission in the form of a license can be
obtained from https://ibo.org/become-an-ib-school/ib-publishing/licensing/applying-for-a-
license/.

© Organisation du Baccalauréat International 2023

Tous droits réservés. Aucune partie de ce produit ne peut étre reproduite sous quelque
forme ni par quelque moyen que ce soit, électronique ou mécanique, y compris des
systemes de stockage et de récupération d’informations, sans Il'autorisation écrite
préalable de I'IB. De plus, la licence associée a ce produit interdit toute utilisation de tout
fichier ou extrait sélectionné dans ce produit. L'utilisation par des tiers, y compris, sans
toutefois s’y limiter, des éditeurs, des professeurs particuliers, des services de tutorat ou
d’aide aux études, des établissements de préparation a I'enseignement supérieur, des
fournisseurs de services de planification des programmes d’études, des gestionnaires de
plateformes pédagogiques en ligne, et des développeurs d’applications, moyennant
paiement ou non, est interdite et constitue une infraction pénale.

Pour plus d’informations sur la procédure a suivre pour obtenir une autorisation écrite
sous la forme d’une licence, rendez-vous a I'adresse https://ibo.org/become-an-ib-school/
ib-publishing/licensing/applying-for-a-license/.

© Organizacion del Bachillerato Internacional, 2023

Todos los derechos reservados. No se podra reproducir ninguna parte de este producto
de ninguna forma ni por ningiin medio electrénico o mecanico, incluidos los sistemas de
almacenamiento y recuperacion de informacién, sin la previa autorizacion por escrito del
IB. Ademas, la licencia vinculada a este producto prohibe el uso de todo archivo o
fragmento seleccionado de este producto. El uso por parte de terceros —lo que incluye,
a titulo enunciativo, editoriales, profesores particulares, servicios de apoyo académico o
ayuda para el estudio, colegios preparatorios, desarrolladores de aplicaciones y
entidades que presten servicios de planificacién curricular u ofrezcan recursos para
docentes mediante plataformas digitales—, ya sea incluido en tasas o no, esta prohibido
y constituye un delito.

En este enlace encontrara mas informacién sobre cémo solicitar una autorizacién por
escrito en forma de licencia: https://ibo.org/become-an-ib-school/ib-publishing/licensing/
applying-for-a-license/.

International Baccalaureate”
Baccalauréat International
Bachillerato Imtemnacional




L

Diploma Programme
Programme du dipléme

Programa del Diploma

Matematicas: Aplicaciones e Interpretacion
Nivel Superior
Prueba 1

30 de octubre de 2023

ZonaA tarde | ZonaB tarde | Zona C tarde _
Numero de convocatoria del alumno

2 horas

Instrucciones para los alumnos

* Escriba su numero de convocatoria en las casillas de arriba.

* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

* En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

* Conteste todas las preguntas.

* Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto.

* Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

* Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Aplicaciones e Interpretacioén para esta prueba.

* La puntuacion maxima para esta prueba de examen es [110 puntos].
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Escriba sus respuestas en las casillas provistas a tal efecto. No se otorgara necesariamente la maxima
puntuacién a una respuesta correcta que no esté acompafiada de un procedimiento. Las respuestas
deben estar sustentadas en un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos
con calculadora de pantalla grafica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para

su obtencién. Por ejemplo, si se utiliza un grafico para hallar una solucién, se debera dibujar
aproximadamente el mismo como parte de la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea,
podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito.
Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

1. [Puntuacion maxima: 7]
Manon esta estudiando el crecimiento de un tipo determinado de concha marina. Al final de
cada mes, Manon registra el aumento de la anchura de una concha marina desde el final del
mes anterior.
Con esos datos, ella modeliza el aumento mensual de la anchura de la concha marina
mediante una progresion geométrica cuya razén comun es 0,8. Durante el primer mes,

la anchura de la concha marina aumenta 4 mm.

(a) Halle cuanto aumentara la anchura de la concha marina durante el tercer mes,
segun su modelo. [2]

(b) Halle el aumento total de la anchura de la concha marina durante el primer ano,
segun lo que predice el modelo de Manon. [2]

La concha marina de Manon tenia una anchura de 25 mm al comienzo del primer mes.

(c) Halle la maxima anchura posible de la concha marina, segun lo que predice el
modelo de Manon. [3]

§ I
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[Puntuacion maxima: 7]

El grafico de la funciéon f* se muestra en la siguiente figura.

(a) Escriba f(2). [1]
(b) En esos mismos ejes, dibuje aproximadamente y = f'(x). [2]
La funcion g se define asi: g(x)=3x—1.

(c) Halle una expresion para g '(x). 2]

(d) Halle un valor de x para el cual se cumpla que f~'(x) =g '(x). [2]

L
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[Puntuacion maxima: 6]

La Gran Piramide de Guiza es la mas antigua de las Siete Maravillas del Mundo Antiguo.
Cuando se construyo, hace 4500 afios, las dimensiones de la piramide se median en codos
reales egipcios (REC).

[Fuente: Nina Aldin Thune. https://en.wikipedia.org/wiki/Great_Pyramid_of_Giza#/media/File:Kheops-Pyramid.jpg.
Bajo licencia CC BY 2.5 https://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.es. Imagen adaptada.]

Viktor lee en Internet que 1 REC es igual a 0,52 metros, redondeando a dos cifras decimales.
(a) Escriba los limites superior e inferior de 1 REC en metros.

La Gran Piramide de Guiza tiene base cuadrada, de 440 REC de lado, y una altura de
280REC. Viktor supone que estas dos medidas son exactas y que la Gran Piramide se

puede modelizar como una piramide de base cuadrada y caras lisas.

(b) Halle, en metros cubicos, el minimo volumen posible de la piramide.

(2]

[4]

L
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[Puntuacion maxima: 6]

Jason navega con su barco desde el punto A una distancia de 100km, con rumbo de 1127,
para llegar al punto B. Luego navega con un rumbo de 041° hasta el punto C. El viaje de
Jason se muestra en la siguiente figura.

la figura no esta dibujada a escala

Norte

(a) Halle ABC. 2]
El punto C esta justo al este del punto A.

(b) Calcule la distancia que navega Jason para volver directamente del punto C al punto A. [4]

L
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5. [Puntuacion maxima: 9]

Un deportista, que esta en un campo de deportes de forma horizontal, golpea una bola.
La altura de la bola respecto al suelo (en metros) después del golpeo inicial se puede
modelizar mediante una funcién cuadratica de la forma f(x) = ax’ + bx + ¢, donde x
representa la distancia horizontal (en metros) que ha recorrido la bola respecto al jugador.

Una camara especializada hace un seguimiento de la trayectoria inicial de la bola después
de que el jugador la haya golpeado. La camara detecta que la bola pasa por los tres puntos
siguientes: (3; 2,36), (10; 5)y (17; 7,16), tal y como se muestra en la figura 1.

la figura no esta dibujada a escala

Figura 1
altura (m)
0 " distancia (m)
(a) Utilice las coordenadas (3; 2,36) para escribir una ecuacién en funcion de a, b,y c. [1

(b)  Utilice su respuesta en el apartado (a) y dos ecuaciones similares para hallar
la ecuacién del modelo cuadratico que representa la altura de la bola. [3]

Hay una valla de 4 metros de altura que esta a 80 metros del lugar donde el jugador golped
la bola, tal y como se muestra en la figura 2.

la figura no esta dibujada a escala

Figura 2
altura (m)
valla \\
r|14m\\
< 20m > distancia (m)
(c) Muestre que el modelo predice que la bola pasara por encima de la valla. [3]

(d) Halle la distancia horizontal que recorrera la bola —desde la posiciéon del jugador
hasta que toca el suelo— segun este modelo. [2]

I |
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(Esta pregunta continuia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 5: continuacién)
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6. [Puntuacion maxima: 8]

En el siguiente diagrama de Voronoi, las coordenadas de tres granjas son A(0, 3), B(8, 3)
y C(8, 13), donde las distancias se miden en kildbmetros. Cada granja posee los terrenos
que estan mas cercanos de ella y sus limites estan representados por las lineas de puntos
del diagrama 1.

Diagrama 1 Diagrama 2
Yy Yy
14—
LB 13) +C(8,13)
12 (2 Mj
S ~ L1 1t
\\ \‘_~‘
10_ \\ \ ~§‘~~
N \ “s
3 T--o._ (L9)
8_ :- _______________ \ i*_—
1 \ ad
6_ : \\ D(6a5) //
1 \ ° .
4 : ‘ .’
1TAQ,3 \ R
¢ ( ) : .B(8,3) 0A(Oa3)\\ L7 eB(8,3)
2_ : \‘ /,/
I ¥a, 1
[ 1 [ [ [ [ .
0 2 4 6 8 10 12 X 0 X

Para surtir de agua a las granjas se decide construir un pozo en el punto donde los limites
coinciden en el diagrama 1.

(a) Escriba las coordenadas de este punto. [
(b) Halle la ecuacion de la mediatriz de [AC]. [3]
Se construye otra granja D (6, 5) en esos terrenos. Por ello, se ha vuelto a trazar el diagrama

de Voronoi para mostrar los nuevos limites. Las coordenadas de los vértices de estos limites

se indican en el diagrama 2.

Se va a construir una turbina edlica en uno de esos vértices.

(c) Laturbina edlica deberia estar lo mas lejos posible de las granjas mas cercanas.

(i)  Calculando las distancias pertinentes, halle la ubicacién de la turbina edlica.

(i) A partir de lo anterior, escriba la distancia que hay entre la turbina edlica
y la granja mas cercana. [4]

(Esta pregunta continuia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 6: continuacién)
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[Puntuacion maxima: 7]

Michéle esta jugando a un juego. En ese juego, primero tiene que lanzar una moneda justa 'y
ver si sale cara o cruz. Si sale cara, en ese caso gana el premio. Si sale cruz, aun tiene otra

posibilidad de ganar, pero en ese caso tiene que tirar un dado justo de seis caras y sacar un

cinco o un seis para poder ganar el premio.

(@) Complete el diagrama de arbol escribiendo las tres probabilidades que faltan. [2]
moneda dado
1 gana
2
- gana
— no gana
— no gana
(b) Halle la probabilidad de que Michéle no gane el premio. [2]
(c) Sabiendo que Michéle gand el premio, halle la probabilidad de que la moneda lanzada
haya salido cara. [3]

L
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[Puntuacion maxima: 6]
Dado, z = \/3 —1.
(a) Escriba z enlaformaz=re” donde r € R, -t < O < n. 2]
Seanz,=¢™'y z, = Ze(%g}.
(b) Halle Im(z, +z,) enlaforma psen(2¢t+¢g),donde p>0,te Ry -n<g<m. [4]
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9. [Puntuacion maxima: 8]

Joon es un surfista aficionado y quiere modelizar las olas que pasan por un punto P en
particular, que esta frente a la orilla de su playa favorita. Joon plantea un modelo de las
olas en funcién de /4 (), que es la altura del agua (en metros) y de ¢, que es el tiempo (en
segundos) que ha transcurrido desde que empez6 a medir la altura del agua en el punto P.

h(t)

4 -

(0; 3.5) (12; 3,5)

La funcion tiene esta forma: 4(t) = pcos( tj-f‘ q,t>0.

A

(a) Hallelosvaloresde py gq.

(b) Halle:
i H@.
(iiy  A"().

Joon empezara a surfear la ola cuando la razén de cambio de % respecto a ¢ en el punto P
sea maxima. Esto sucedera por primera vez cuando 7= k.

(c) (i) Halle el valor de k.
(i)  Halle la altura del agua en ese instante.

(Esta pregunta continuta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 9: continuacién)
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[Puntuacion maxima: 7]

La desintegracion de un isétopo quimico a lo largo de cinco afos se registra en la tabla 1.
La masa (M) de la sustancia quimica se mide al comienzo de cada afio ¢ del experimento y
se registra redondeando al numero entero de gramos mas préximo.

Tabla 1

Tiempo ¢ (afios) 1 2 3 4 5

Masa M (gramos) | 1000 | 660 517 435 381

Se cree que la desintegracion del isétopo se puede modelizar mediante una ecuacion de la
forma M=axt".

(a) Utilice la regresién potencial, en la calculadora de pantalla grafica, para hallar el
valor de a y el valor de b.

Los valores de ¢ y M se pueden transformar de modo que x =Int e y =InM. La tabla 2
muestra valores de x e y tras redondear a tres cifras decimales.

Tabla 2

x |0 0,693 | 1,099 | 1,386 | 1,609

y | 6,908 | 6,492 | 6,248 | 6,075 | 5,943

(b) Halle la ecuacion de la recta de regresion lineal de y sobre x, enlaforma y=cx +d.
Dé los valores de ¢ y d redondeando a tres cifras decimales.

(c) Apartir de lo anterior, muestre que esta regresion lineal es equivalente a la regresiéon
potencial que hall6 en el apartado (a).

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 10: continuacion)
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11. [Puntuacion maxima: 7]

Considere la funcién f(x) =x’ — x, para —1 <x < 1. La regién sombreada R est4 delimitada
por el grafico de y = f(x) y el eje x.

)/
y=/fx)
f X
-1 1
(@) (i) Escriba una integral que represente el area de R.
(i) Halle el area de R. [2]

Sea g otra funcién que se define asi: g(x) =2f(x—1).

(b) Enlos siguientes ejes de coordenadas se ha dibujado el grafico de y = f(x). En esos

mismos ejes de coordenadas, dibuje aproximadamente el grafico de y = g(x). [2]
b/
14
y=/) 07

T f X
-2 -1 0 I 2

—-0,5
—14

La regidon R del grafico original y = f(x) se rota 2w radianes alrededor del eje x para formar
un solido.

(c) Halle el volumen de dicho sdélido. [3]

(Esta pregunta continuia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 11: continuacién)
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[Puntuacion maxima: 4]

d
Considere la ecuacion diferencial ay =3x—-y+1.

(@) Halle la ecuacion de la tangente a la curva solucién en el punto (-1, —1); dé la
respuesta en la forma ax + by + ¢ =0.

El campo de direcciones correspondiente a esta ecuacion diferencial se muestra en la
siguiente figura.

(b) Dibuje aproximadamente la curva solucién que pasa por el punto (-1, —1).

(2]

[2]

P A S T
/S
1
v

VA BV A AR P SRR S P
/

»L’

/s s
I
NN\

\
~

/
N
1
—_— N SN S I~ SN SN N N O ON O ON NN

/S S S S s F o | m s e e —
—_ = = =~ =~ s~ = N N S~ .~

|
\O]
P R = et B T et i e
\_
)
~ N NN NN N NN

I
N
~
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13. [Puntuacion maxima: 8]

La velocidad v en el instante ¢ de una particula que se mueve en linea recta se puede
modelizar mediante la funcion definida por tramos:

v(t):{ul(t)’ 0<¢t<T

u,(1), t>T
donde u,(t) =2t~y u,(t) = 8 — 4t. Es obligatorio que u,(T) = u,(T).
(@) Halle el valorde T. [2]
(b) Muestre que u,'(T) =u,'(T). [2]
El desplazamiento de la particula en el instante 1 =0 es cero.

(c) Halle el instante en que la particula vuelve a su posicién inicial. [4]

4EP1
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[Puntuacion maxima: 7]
1 1
La recta L tiene por ecuacioén vectorial r=| 3 |+ A| 1 | y el punto Q tiene por
coordenadas (11, -1, 3). 0 9

El punto P es el punto de L que mas cerca esta de Q.

(@) Halle las coordenadas de P. [4]

(b) Halle un vector que sea perpendicular a L y también a la recta que pasa por
los puntos P y Q. [3]

L
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[Puntuacion maxima: 7]
Los habitos alimenticios de los alumnos de un colegio se estudian a lo largo de unos cuantos
meses. El objetivo principal del estudio es averiguar si los no vegetarianos se convierten en
vegetarianos y si los vegetarianos siguen siendo vegetarianos.
Cada mes, los alumnos tienen que elegir entre las opciones de almuerzo vegetariano y no
vegetariano. Una vez que han elegido una opcion en ese mes, ya no pueden cambiar de
opcién hasta el mes siguiente.
En un mes cualquiera del estudio, se observa que la probabilidad de que un no vegetariano
se convierta en vegetariano el mes siguiente es igual a 0,1 y que la probabilidad de que un
vegetariano siga siendo vegetariano el mes siguiente es igual a 0,8.
Esta situacion se puede representar mediante la matriz de transicion

0,8 0,1

T= .

0,2 0,9

(@) Interprete el valor 0,9 de T relacionandolo con los cambios en los habitos alimenticios

de los alumnos del colegio. [1]

(b) Halle los valores propios de la matriz T. [3]

-1
Uno de los vectores propios de T es [ { j

(c) Halle otro vector propio (que no sea paralelo al anterior) e interprételo en contexto. [3]
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[Puntuacion maxima: 6]

Cuando Jef juega al baloncesto, el numero de lanzamientos a canasta que realiza durante
6 minutos cualesquiera de juego se puede modelizar mediante una distribucion de Poisson
de media 2,5.

(a) Halle la probabilidad de que Jef realice menos de 7 lanzamientos durante 12 minutos
cualesquiera de juego.

Se puede suponer que los resultados de los lanzamientos a canasta son independientes
unos de otros y que la probabilidad de éxito de un lanzamiento es constante. La probabilidad
de que Jef tenga éxito con un lanzamiento es igual a 0,4.

Se puede suponer que la probabilidad de éxito de Jef con un lanzamiento es independiente
del numero de lanzamientos que realice.

(b) Halle la probabilidad de que durante 6 minutos cualesquiera de juego Jef realice
menos de 4 lanzamientos y que entre al menos uno.

(2]

[4]
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